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Corrigé de ’examen final

Probléeme 1 (5 points)

1-1. Les zéros et les poles de H(z) correspondent respectivement aux racines du numérateur et de
son dénominateur, a condition que H(z) soit sous forme irréductible. Ici, le numérateur a une
seule racine z = 0 alors que le dénominateur a deux racines: z = 1/2 et z = —1/3. Les racines
du dénominateur sont toutes différentes de celle du numérateur, ce qui prouve que H(z) est
sous forme irréductible, et on a donc:

— un zéro z = 0;

— deux poles z =1/2 et z = —1/3.
Si le filtre est causal, sa réponse impulsionnelle est un signal de droite et la région de conver-
gence de sa fonction de transfert est de la forme |z| > a ol a désigne le module du plus grand

pole. Ici, a = 1/2 et la région de convergence est donc |z| > 1/2. Le filtre est stable car le
cercle unité est inclus dans la région de convergence.

1-2. Dans le domaine des z, la relation entrée-sortie s’écrit
Y(z) = H(2)X(z)

ou X (z) et Y(z) désignent respectivement la transformée en z de l'entrée x(n) et de la sortie
y(n). En mettant H(z) sous la forme:

5271 5271/6

H = =
() 6—21—272 1-271/6-272/6

et en utilisant les propriétés de la transformée en z, on obtient :
yn)=yn—-1)/6 +y(n—2)/6 +5x(n—1)/6

Les structures comportant un nombre minimum d’éléments de retard sont celles de forme
n° 2. Une représentation des deux structures possibles (directe et transposée) est donnée a la
figure 1.

1-3. Pour obtenir I'expression de la réponse impulsionnelle h(n) du filtre, il suffit de trouver la
transformée en z inverse de H(z). En décomposant H(z) en éléments simples fonctions de

2~! on obtient :

2 3
221 34,1

1 1
1—271/2 1+4271/3

H(z) =
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Structure du filtre, forme 2 directe

(n) y(n)

Structure du filtre, forme 2 transposée

F1G. 1 - Structures possibles du filtre H(z).

Compte tenu de la région de convergence de H(z), on en déduit immédiatement que

h(n) = <2in _ ﬁ) u(n)

Probleme 2 Filtre H;, (6 points)

2-1. En utilisant les propriétés du décalage de la transformée en z, on trouve la relation entre Y'(z)

et X(z):
Y(2) = az7'V(2)+ X(2)
e
mz) = zia

La fonction de transfert H;(z) a un pdle en a > 0. La région de convergence est donc {z/|z| <
a} ou bien {z/|z| > a}. Le filtre étant causal, sa région de convergence doit étre une couronne

extérieure. Donc nécessairement :

Ri1={z/|z]| > a}.

Le filtre sera réalisable a condition que le cercle unité soit dans la zone de convergence. Ce

qui sera possible si et seulement si a < 1.
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Fi1G. 2 — Spectre d’énergie de Hy

2-2. En fréquence réduite, la réponse en fréquence est donnée par:

1

1— a672i7ﬂ/r ’

Hi(vy) = Hi(2)|,—c2imr =

Le spectre d’énergie a donc pour expression :

|Hi(vr)]? = m,
_ 1
(1 —ae2mvr) (1 — qe—2imvr)x’
B 1
(1 —ae2imr)(1 — ge2imvr)’

1
1+ a? — 2acos(2my,)

2-3. Le pic du spectre d’énergie est en v, = 0 et a pour valeur (1_1a)2. On cherche donc v, de

maniere a ce que:
1 1
H(v)|* = N '
|H (ve)] a?+1—2acos(2mr.)  2(1—a)?

Quelques manipulations algébriques donnent :

a’? 4+ 1—2acos(2mr,) = 2—4a+ 2d*
a® +a(2cos(2mv,) —4) +1 = 0.
a® —3.533la+1 = 0.
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Les racines de ce trinome du second degré en a sont {3.22,0.31}. Puisque I'on cherche a entre
0 et 1, on retient :
a=0.31

2-4. Le signal d’entrée z,(t) satisfait bien aux conditions du théoréme d’échantillonnage. On aura
donc (Hj(v,) est toujours la réponse en fréquence réduite) :

Ya(y) = Hl(”/fe)Xa(V)'

Ce qui se traduit dans le temps par:

ya(t) = Xo|Hi(vo/fe)|cos(2muvpt + arg Hy(vo/ fe)) + X1|Hi(v1/ fe)| cos(2mvit + arg Hi(v1/ fe))
—|—X2|H1(I/2/fe)| COS(Q?TI/Qt + arg Hl(ljz/fe)).

On obtient ainsi:

Yo = XolHi(vo/fe)| = 1.42V,
Y1 = Xl‘Hl(Vl/feﬂ = 132V,
Y2 = X2|H2(l/2/fe>‘ = 039V,

2-5. On évalue directement les deux rapports signal sur bruit :

SNR, = 8 (21dB),
SNR, = 25 (32dB).

On augmente bien la qualité du signal d’un ratio de 3, mais 'amplitude du bruit reste toujours
conséquente.

Probleme 3 Filtre Hy (5 points)

3-1. On va exprimer d’abord bande passante et bande de rejet de Hs en terme de fréquences
réduites :

fgzum — fcphys/fe = 34/16 = 0.21,
h
rejet = frejer/ fe = T/16 = 0.4,

r

La transformation bilinéaire transforme les fréquences numériques réduites en fréquences ana-
logiques suivant la formule:

fa — % tan(ﬂ_fnum)

Appliquant cette formule, on en déduit le gabarit de Hy :
— Gain maximal 0 dB,
— Bande passante [0, 0.25],
— Fluctuations dans la bande passante: 2 dB,
— Bande de rejet [1.67, +o0],
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3-2.

3-3.

— Atténuation d’au moins 10 dB dans la bande de rejet.
On utilise I’abaque avec les parametres suivants pour déterminer l'ordre N et le € du filtre:

App = 2dB,
Ag = 10dB,
Q = 1.67/0.25 = 6.68.

On obtient N =1 et € = 0.7647831. Le filtre de Chebyshev correspondant et de fréquence de
coupure 1 rad.s~! aura pour fonction de transfert :

1.3076
s+ 1.3076°

On dénormalise pour obtenir le filtre de Chebyshev analogique de fréquence de coupure 0.25:
s

Ha(s) = Hol5g550),
—  Hy(0.63665),
1.3076

0.63665 + 1.3076

Ho(S) =

La transformation bilinéaire donne la fonction de transfert Ho(2):

Hy(z) = Ha(s)]

Drot: 1.3076
Ha2) = 6366 x 22 1 13076
: 1421 :
Expression qui peut bien s’écrire sous la forme annoncée :
-1
Hy(z) = %-

On montre (mais ce n’était pas obligatoire!):

By = 0.5067,

By = 0.5067,

A; = -0.0133.

L’expression de la fonction de transfert donne:
Y(2) — A1Y(2)z7! = ByX(2) + Biz ' X(2),
Yn — Alynfl = DBor, + Biwg-1,
Yn = Borp+ Birp-1+ A1yn—1.

Calculer y, requiert donc 3 multiplications et 2 additions. Pour que le processeur puisse
calculer y,, entre deux incréments de temps, sa vitesse de calcul doit étre au moins de 5/7T, =
5f. = 80000 opérations par seconde, soit 0.08 MFLOPS.
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Fi1Gc. 3 — Comparaison des spectres d’énergie de Hi et Ho

Probléeme 4 (4 points)

4-1.

D’apres les notes de cours, G(v) est un filtre passe-bas idéal de bande passante [—v./2 , v./2
et de gain T, = 1/v,. On a donc:

Gv) =Te(u(v + ve/2) —u(v — ve/2))

. En raison des caractéristiques du filtre de reconstruction G(v), le signal reconstruit est né-

cessairement & bande limitée a l'intervalle [—v./2 , v./2]. Par conséquent, tout signal ayant
des composantes fréquentielles de module plus grand que v, /2 est nécessairement un signal
d’entrée. Les tracés n® 3, 5 et 7 correspondent donc a des signaux d’entrée. Il en résulte que
I'un des signaux d’entrée est a bande limitée a U'intervalle [—v./2 , v./2] et satisfait donc les
conditions du théoreme d’échantillonnage. Le signal reconstruit est alors identique au signal
d’entrée. Seuls deux tracés (n°4 et 8) vérifient cette propriété et ces deux tracés corres-
pondent donc & une paire entrée-sortie. Il reste donc a apparier les entrées restantes (n°® 3, 5
et 7) avec les sorties restantes(n® 1, 2 et 6). Or on sait que I’échantillonnage a la fréquence v,
correspond dans le domaine des fréquences & une périodisation a la période v, et & une mise a
I’échelle par un facteur v.. En effectuant 'opération de périodisation sur le tracé n° 3, on ob-
tient une fonction constante qui, une fois filtrée par G(v), fournit le diagramme du tracé n° 6.
De méme, lors de la périodisation, les impulsions négatives du tracé n®5 vont se compenser
partiellement avec les impulsions positives et donner, apres filtrage par G(v), le tracé n° 1.
Enfin, on vérifie que lors de la périodisation, la deuxieme et la quatrieme impulsion du tracé
n° 7 s’annulent alors que la premiere et la troisieme impulsion s’additionnent, fournissant ainsi
le diagramme du tracé n° 2 apres filtrage par G(v). On a donc les correspondances suivantes :
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Entrée Sortie
Tracé n° 3 Tracé n° 6
Tracé n° 4 Tracé n° &
Tracé n°5 Tracé n° 1
Tracé n° 7 Tracé n® 2
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