
MEC3210 - Systèmes de pompage, ventilation et compression

CONTRÔLE PÉRIODIQUE I - Mercredi 28 janvier 2009 (9h30-10h30)
page 1

Problème 1 : Auget mobile (6 points)

Un jet d’eau, ayant une vitesseV1 frappe un auget à une hauteury1 comme indiqué sur la
figure 1. On considère que le jet incident a un diamètreD et que l’auget possède une vitesse de
translation constanteUt selon l’axe

→

x . Enfin, le fluide sort de l’auget à une hauteury2 en faisant

un angleθ avec l’axe
→

y .
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Auget
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FIG. 1 – Problème 1 : auget mobile.

Grâce à la théorie linéaire :
a) Après avoir fixé un volume de contrôle et un repère, déterminer la puissanceP don-

née par le fluide à l’auget en fonction des paramètres du problème (expression analytique) :
V1,Ut ,θ ,ρ,D et de la vitesse relative en sortieVr2. (3 pts)

b) Exprimer de manière analytiqueVr2 en fonction dey1,y2,g,Ut etV1. (2 pt)

c) Déterminer numériquement la puissance reçue par l’augetavec les valeurs suivantes :(1 pt)
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∣

∣

∣

V1 = 2m/s
D = 2cm
y1 = 0m
θ = 30°
y2 = 0.1m
Ut = 0.5m/s
ρ = 1000kg/m3

g = 9.8m/s

Note 1 : on négligera les termes de friction sur l’auget MAIS le diamètre du jet n’est pas
constant sur l’auget.

Note 2: on exprimera les puissances en Watts avec une precision de 10−3.
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CORRECTION

a)

On prend commevolume de contrôlel’auget en translation. Ce volume de contrôle est donc
en translation avec une vitesseUt

→

x . La puissancedonnée par le fluide à l’auget s’écrit :

P =
→

F f luide−>auget ·
→

Ut = Fx
f luide−>augetUt

= −Fx
auget−> f luideUt

= −FxUt (*)

Il faut donc déterminer les forces subies par le fluideFx selon la direction
→

x . Pour ce faire,
on utilise la conservation de laquantité de mouvement linéaire(I.8bis) pour 1 entrée - 1 sortie
unidimensionnelle, projetée sur

→

x , dans le repère de l’auget en translation :

Fx =
→

F ·
→

x =
.

m
[

→

Vr2 ·
→

x −

→

Vr1 ·
→

x
]

=
.

m [Vr2 sin(θ)−Vr1]

= ρVr1A1 [Vr2 sin(θ)−Vr1]

= ρ(V1−Ut)A1 [Vr2 sin(θ)− (V1−Ut)] carUt , V1 etVr1 sur
→

x

= ρ(V1−Ut)
πD2

4
[Vr2 sin(θ)− (V1−Ut)]

Donc on a :

P = −FxUt = −ρUt(V1−Ut)
πD2

4
[Vr2 sin(θ)+Ut −V1] (**)

b)

En négligeant les termes de friction, on peut appliquer l’équation deBernoulli linéaire entre
l’entrée et la sortie de l’auget. Ainsi, l’équation (I.23) donne :

p1

ρ
+

V 2
r1

2
+gy1 =

p2

ρ
+

V 2
r2

2
+gy2

Commep1 = p2 = patm, on obtient :

V 2
r1

2
+gy1 =

V 2
r2

2
+gy2

Vr2 =
√

V 2
r1
−2g(y2− y1)

Vr2 =
√

(V1−Ut)2−2g(y2− y1) (***)

c)

Grâce à la relation (***), on obtient :

Vr2 =
√

(V1−Ut)2−2g(y2− y1) =
√

(2−0.5)2−2∗9.8(0.1−0) = 0.538 m/s



MEC3210 - Systèmes de pompage, ventilation et compression

CONTRÔLE PÉRIODIQUE I - Mercredi 28 janvier 2009 (9h30-10h30)
page 3

On injectant cette valeur dans la relation (**), on obtient :

P = −ρUt(V1−Ut)
πD2

4
[Vr2 sin(θ)+Ut −V1]

= −1000∗0.5(2−0.5)
π0.022

4
[0.538sin(30)+0.5−2]

= 0.290 W
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Problème 2 : Auget flexible (3 points)

Sous l’action de l’écoulement fluide, un auget flexible va se déformer d’une longueurη
comme indiquée sur la figure 2.

Jet

Auget, E

η

ρ,U0

L

FIG. 2 – Problème 2 : auget flexible.

On suppose que la déformationη dépend de :
– L : la longueur de l’auget ;
– E : le module d’Young du matériau composant l’auget ;
– U0 : la vitesse de l’écoulement ;
– ρ : la masse volumique du fluide.

Déterminer les nombres adimensionnels caractérisant ce problème. On utilisera le technique
des exposants en prenant comme base les premières grandeursparmi :U0,ρ,L,η ,E (par exemple,
pour deux grandeurs, on prendraU0 et ρ). On posera les équations permettant de déterminer les
exposants.

Note: le module d’YoungE a comme dimension :[E] = ML−1T−2.
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CORRECTION

Analyse dimensionnelle :
[U0] = LT−1

[ρ] = ML−3

[L] = L
[η ] = L
[E] = ML−1T−2

On trouve trois paramètres dimensionnellement indépendants :U0, ρ et L. Donc, on a :
{

n = 5
k = 3

Ainsi, on doit trouvern− k = 2 paramètres adimensionnels. On pose alors :
{

π1 = Ua1
0 ρb1Lc1η

π2 = Ua2
0 ρb2Lc2E

Et on doit vérifier les équations suivantes :

Pourπ1 :







L : a1 − 3b1 +c1 +1 = 0
M : b1 +0 = 0
T : −a1 +0 = 0

, pourπ2 :







L : a2 − 3b2 +c2 −1 = 0
M : b2 +1 = 0
T : −a2 −2 = 0

On trouve alors :

Pourπ1 :







a1 = 0
b1 = 0
c1 = −1

et pourπ2 :







a2 = −2
b2 = −1
c2 = 0

Ainsi :


















π1 =
η
L

π2 =
E

ρU2
0

En fait, π2 représente l’inverse du nombre de Cauchy :CY =
ρU2

0
E qui mesure l’ordre de

grandeur des déformations de la structure consécutives à lapression dynamique du fluide :ρU2
0 .
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Problème 3 : Jonction en Y (6 points)

La jonction en Y de la figure (3) partage l’écoulement d’un tube en rotation en deux écou-
lements secondaires, avec une même débitQ/2, qui sortent des tubes, comme indiqué, à une
distanceR0 de l’axe

→

x .

e
θ

e
r

x

x

e
r

e
θ

FIG. 3 – Problème 3 : jonction en Y.

On néglige les forces de gravité et de friction.

a) Déterminer les composantes de la vitesse absolues de sortie
→

V sur
(

→

x ,
→

er,
→

eθ

)

en fonction

de la norme de la vitesse relativeVr, R0, Ω et θ . (expression analytique)(1 pt)

b) Le tube tournant à une vitesse angulaireΩ, déterminer la composante sur
→

x du moment
→

Γ
par rapport à l’axe

→

x exercé sur le fluide en fonction des données du problème(ρ,Q,R0,Ω,θ).
(expressions analytiques)(3 pts)

c) Calculer la puissance du moteur entraînant l’arbre en rotation à l’aide des données sui-
vantes :(2 pts)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Ω = 250rev/min
R0 = 20cm
ρ = 1000kgm−3

Q = 3m3h−1

θ = 60°

Note: on exprimera la puissance en Watts avec une précision de 10−2.
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CORRECTION

a)

→

V =
→

Vr +
→

Ut= V r cosθ
→

x +V r sinθ →

er +ΩR0
→

eθ

b)

On prend commevolume de contrôlele système en rotation à la vitesse angulaireω mais un
repèrefixe (et donc inertiel). La conservation de la quantité de mouvement angulaire s’exprime
par l’équation (I.13) :

→

Γ= ∑
sorties

.
ms

(

→

r ∧

→

V
)

s
− ∑

entrées

.
me

(

→

r ∧

→

V
)

e

Comme entrées, on a juste l’écoulement dans l’arbre en rotation et on peut considérer que le
rayon moyen est nul. Comme sorties, on a 2 écoulements secondaires identiques avec un débit

Q/2. On développe ainsi l’expression de
→

Γ :

→

Γ = 2
.

ms

(

→

R0 ∧
→

V
)

−0

Γx = 2
.

ms R2
0Ω

= ρQR2
0Ω

c)

La puissance du moteur est le produit du couple exercé sur le fluide et de la vitesse de rotation
Ω sur−

→

x , on a donc :

Pmoteur =
→

Γ ·Ω
→

x = ΩΓx = ρQR2
0Ω2 = 22.85W
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Problème 4 : Moulin à eau (5 points)

On étudie le fonctionnement d’un moulin à eau installé sur une rivière comme indiqué sur la
figure 4.

z1

z2

z3

z4

V3

V4

Moulin

Lac

FIG. 4 – Problème 4 : moulin à eau.

L’eau provient d’un lac dont la surface est située à 600 piedsau-dessus de l’entrée du moulin
et qui a une profondeur de 30 pieds. La rivière s’écoule sans frottement à pression atmosphé-
rique jusqu’à l’entrée moulin (3) puis ressort 10 pieds plusbas sur un nouveau lit de rivière (4).

a) Calculer la vitesseV3 du fluide à l’entrée du moulin à eau.(2 pts)

b) Sachant queV4 = 98.285pi/s et qu’on a débitQ = 600pi3/s, quelle est la puissance hy-
draulique de la roue à eau (en Watts) ?(2 pts)

c) Au vu des résultats obtenus, que peut-on dire des hypothèses formulées dans ce pro-
blème ?(1 pt)

Note: γ = 62.4lb f /pi3, g = 32.2pi/s2 et 1pi.lb f /s = 1.36W .

Fin de l’examen
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CORRECTION

a)

En négligeant les termes de friction, on peut appliquer l’équation deBernoulli linéaire entre
la surface du lac (1) et l’entrée du moulin à eau (3) (pas d’échange de travail ou de chaleur).
Ainsi, l’équation (I.23) donne :

p1

ρ
+

V 2
1

2
+gz1 =

p3

ρ
+

V 2
3

2
+gz3

où :

V1 = 0pi/s surface libre

p1 = p3 = patm

z1− z3 = 600pi

Donc :V3 =
√

2g(z1− z3) = 196.57pi/s

b)

La roue à eau provoque un échange de travail entre l’entrée etla sortie du moulin, on ne peut
donc pas appliquer l’équation de Bernoulli. On va utiliser l’équation de conservation de l’éner-
gie. Deux options s’offrent à nous dépendant si on connaîtV3 ou pas.

Option 1 : on connaîtV3.

On applique entre (3) et (4), l’équation de conservation de l’énergie (I.22) pour les écoule-
ments incompressibles. On a alors :

−Ht =
p4− p3

γ
+

V 2
4 −V 2

3

2g
+(z4− z3)+h f3−4

où :

V3 = 196.57pi/s

V4 = 98.285pi/s

p3 = p4 = patm

z3− z4 = 10pi

h f3−4 = 0pi

Donc :

Ht = −
V 2

4 −V 2
3

2g
+(z3− z4)

= −
(98.285)2

− (196.57)2

2∗32.2
+10

= 460pi
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Option 2 : on ne connaît pasV3.

On applique entre (1) et (4), l’équation de conservation de l’énergie (I.22) pour les écoule-
ments incompressibles. On a alors :

−Ht =
p4− p1

γ
+

V 2
4 −V 2

1

2g
+(z4− z1)+h f1−4

où :

V1 = 0pi/s surface libre

V4 = 98.285pi/s

p1 = p4 = patm

z1− z4 = 610pi

h f1−4 = 0pi

Donc :

Ht = −

(

V 2
4

2g
+(z1− z4)

)

= −
(98.285)2

2∗32.2
+610

= 460 pi

Finalement, on obtient la puissance hydraulique :

Pw = γQHt = 62.4∗600∗460= 17 222 400pi.lb f /s = 23 MW ! ! ! !

c)

On constate que la puissance hydraulique ainsi obtenue est énorme ! Pour une roue de moulin
on a en effet des puissances de l’ordre dukW . Ceci est causé par la vitesse en entréeV3 trop éle-
vée pour être réelle. Ainsi, l’hypothèse d’une rivière sansfriction (sur un parcours de plusieurs
kilomètres) n’est pas du tout valable et les pertes de chargedoivent absolument être prises en
compte ! ! !

Fin de la correction


